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1 Indledning

Ved starten af det forste nationale overvagningsprogram i 1989 var et af
formalene med indsamling og statistisk analyse af data at pavise forbed-
ringer i vandmiljget. Der var en umiddelbar forventning om, at der ville
ske en stadig forbedring af vandmiljoet i takt med at belastningen af nae-
ringssalte fra land blev reduceret. Efterhdanden som malene for hen-
holdsvis kveelstof og fosfor nas, forventes kvaliteten af vandmiljoet at
stabilisere sig pd et nyt niveau. Ligeledes er diverse parametre for kvali-
tet af vandmiljeet pavirket af andre faktorer, hovedsageligt meteorologi-
ske sasom temperatur og nedber, som ogsa kan indeholde en tidslig ud-
vikling. Konsekvensen heraf er, at de efterhdnden lange tidsserier ikke
ngdvendigvis kun har enten en konstant aftagende eller en konstant sti-
gende tendens. Eksempelvis kunne der veere tale om gkologiske regime-
skift, hvor tilstanden springer fra et niveau til et andet. Der er derfor et
behov for at udvide de statistiske metoder til at kunne tage hgjde for ikke-
monotone trends.

Trendanalyser er ligeledes vigtige i vandrammedirektivet (VRD). Artikel
4 omhandler identifikation af trends, og derved vil anvendelse af statisti-
ske metoder til trendanalyse fa en vigtig rolle i implementeringen af
VRD og den fremtidige monitering og analyse af data i VRD.

Formalet med denne anvisning er at beskrive en reekke forskellige stan-
dardmetoder til at analysere for bade monotone og ikke-monotone
trends. Beskrivelsen vil veere fokuseret pa det anvendelsesmaessige i de
statistiske metoder med henvisninger til litteraturen, hvor de statistiske
detaljer er beskrevet mere udferligt. Beregningerne vil blive gennemgaet
ved passende valgte eksempler med data fra overvdgningsprogrammerne.

I denne anvisning preaesenteres forholdsvis generelle metoder til analyse
af monotone og ikke-monotone udviklinger. Udover de valgte metoder
findes der et utal af andre metoder, ofte mere specifikke, som med fordel
kan anvendes pa en given tidsserie. Fremstillingen er derfor ikke ud-
temmende med hensyn til mulige statistiske metoder, men repraesente-
rer et basisgrundlag for trendanalyser, som kan give inspiration til mere
detaljerede og specifikke analyser.



2 Monotone udviklinger

I dette afsnit beskrives to simple metoder til analyse af monotone udvik-
linger, Mann-Kendall’s trend test og lineaer regression. Den forste metode
er non-parametrisk (forudseetter ingen specifik fordeling af data) og den
anden metode er parametrisk (forudseetter en parametrisk fordeling af
data). I deres mest enkle form undersgges tidsserier bestdende af arlige
vaerdier, men det vises ogsa, hvordan metoderne kan udvides til at hand-
tere tidsserier indeholdende seesonvariation, dvs. malinger foretaget pa
forskellige tidspunkter i et givet kalenderar.

2.1 Mann-Kendall’s trend test

Stigning eller fald i miljevariable over en periode pa T &r kan testes med
Mann-Kendall’s trend test (Hirsch et al. 1982). Testen er ogsa kendt som
Kendall’'s 7 (Kendall 1975). Formalet med denne test er at pavise, om tids-
serien af miljovariable har en statistisk signifikant stigende eller faldende
udviklingstendens over perioden med T ar, eller om tidsserien blot be-
star af en reekke tilfeeldige udsving i den malte sterrelse.

Mann-Kendall’s trend test er en ikke-parametrisk statistisk metode. Det-
te betyder, at den har mindre skrappe forudseetninger. Det er saledes ik-
ke nedvendigt, at data stammer fra normalfordelinger s& som i lineaer
regression (se afsnit 2.3). Ligeledes beskriver den alternative hypotese,
som metoden tester, monotone tendenser og ikke ngdvendigvis lineeere.
Trends behgver altsa ikke at veere linesere, men er ordnet i kun én ret-
ning (stigende eller faldende). Man betaler for disse mindre skrappe for-
udseetninger ved en anelse mindre effektivitet (statistisk power), hvis da-
ta viser sig at opfylde forudseetningerne for linearitet og normalforde-
ling.

Mann-Kendall’s test og iseer Kendall’s 7 er beskrevet i en del statistiske
leereboger og artikler og kan veere omtalt under navnet Kendall’s coeffi-
cient of rank correlation. De fleste ikke-parametriske tests indeholder be-
regninger, som er sveere at gennemfore pa lommeregnere eller i et regne-
ark. Der kreeves en form for programmering eller et statistikprogram,
som indeholder metoden.

Udgangspunktet for Mann-Kendall’s test er en tabel med &rstal og tilhe-
rende veerdier af miljovariable, som kan veere gennemsnit, median, tids-
veegtede eller vandferingsveegtede gennemsnit af det pageeldende ars
malinger (se Bilag A). Det kan ogsa vere beregnede veerdier sa som stof-
transport for aret eller veerdien af en enkelt maling, hvis der kun foreta-
ges én maling i lobet af dret.

Lad x1,x2,...,x, betegne veerdierne for miljgvariablen for drene 1,2,...,n.
Mann-Kendall teststorrelsen beregnes som

S = ni: Zn:sgn(xj —xl.)

i=1 j=i+l



hvor

I x>0
sgn(x)= 0 x=0
-1 x<0

Hvis xjeller x; er angivet som manglende veerdi, sa er sgn(x; - x;) =0 pr.
definition.

Trenden testes ved at beregne

S-1
(var(s ))% §>0
Z = 0 §=0
SH gl
(Var(S))E

Variansen af S under nulhypotesen (ingen udviklingstendens) kan be-
regnes eksakt som

n,(n, —1)2n, +5)->1,(, —1)2z, +5)
var(s) = 18J

m
i=1

hvor ng er antallet af ikke-manglende observationer. I formlen for varian-
sen af S har vi antaget, at der forekommer grupper af observationer med
helt ens veerdier (sakaldte ties), m grupper i alt og i den j'te gruppe er der
ti ens veerdier. Ens veerdier optreeder typisk, nar der er censorerede obser-
vationer i tidsserien (fx veerdier under en detektionsgreense), eller nér
observationer er diskrete teelletal, fx antal arter i en prove.

En positiv S-veerdi betyder, at tendensen er stigende, og for S negativ
drejer det sig om en faldende tendens. Bade faldende og stigende ten-
denser er interessante (det er en tosidet test), sd nulhypotesen om tilfeel-
digt ordnede observationer skal forkastes, hvis den numeriske veerdi af
Z er mindre end (“,)-fraktilen eller storre end (1 — “/,)-fraktilen (tosidigt
test) i normalfordelingen med middelveerdi 0 og varians 1. Her stdr « for
signifikansniveauet, som typisk vil veere 5%. Grunden til, at Z skal vur-
deres i standard normalfordelingen er, at S under nulhypotesen er nor-
malfordelt med middelveerdi 0 og varians var(S) for n — . Standard
normalfordelingen anvendes, nar n > 10, og hvis n <10 anvendes (tabel
2.1). Approksimationen er forst tilstraekkelig god, nar der er data fra mere
end 10 &r.



Tabel 2.1 Tabel med P-veerdier, som skal anvendes ved trend test i korte tidsserier.
Gengivet efter s. 469 i Helsel & Hirsch (1992).

P-veerdier for Mann-Kendall’s trend test for korte tidsserier
(P = prob (S > x ) = prob (S< - x))

Laengden T af tidsserien Leengden T af tidsserien
X 5 8 9 X 6 7 10
0 0,592 0,548 0,540 1 0,500 0,500 0,500
2 0,408 0,452 0,460 3 0,360 0,386 0,431
4 0,242 0,360 0,381 5 0,235 0,281 0,364
6 0,117 0,274 0,306 7 0,136 0,191 0,300
8 0,042 0,199 0,238 9 0,068 0,119 0,242
10 0,0083 0,138 0,179 11 0,028 0,068 0,190
12 0,089 0,130 13 0,0083 0,035 0,146
14 0,054 0,090 15 0,0014 0,015 0,108
16 0,031 0,060 17 0,0054 0,078
18 0,016 0,038 19 0,0014 0,054
20 0,0071 0,022 21 0,0002 0,036
22 0,0028 0,012 23 0,023
24 0,0009 0,0063 25 0,014
26 0,0002 0,0029 27 0,0083
28 <0,0001 0,0012 29 0,0046
30 0,0004 31 0,0023
32 0,0001 33 0,0011
35 0,0005
37 0,0002

Er testen for en monoton udviklingstendens faldet signifikant ud for en
tidsserie, sa er det muligt at beregne et estimat for storrelsen af tenden-
sen, under antagelse af konstant udviklingstendens og angivet som aen-
dring pr. ar. Hirsch et al. (1982) introducerede Sen’s heeldningsestimator,
som beregnes pa folgende méde. For alle par af observationer (x;, xj) med
1<j<i<nberegnes

X, —X;

i—J
Heeldningsestimatoren er sa medianen af alle dj-veerdierne og er robust,
selv om tidsserien har seriel korrelation, seesoneffekt og data ikke folger

en normalfordeling. Et 100(1 — &) % konfidensinterval for haeldningen fas
ved at gennemga folgende beregninger (Gilbert 1987).

o Velg det gnskede konfidensniveau « (1, 5 eller 10%) og anvend

2,576 a=0,01
1,960 o« =0,05
1,645 a=0,10

Zl—% =
i de folgende beregninger.

1

C,=2._y -(var(s)).



M, = =
2
N+C
M, =21
2
hvor
Nzln(n—l).
2

¢ Nedre og ovre konfidensgraenser er den M;'te storrelse og (M2 + 1)'te
storste veerdi af de N ordnede heeldningsestimater dj;.

Det er ligeledes muligt at beregne et ikke-parametrisk estimat for skee-
ringspunktet. Dette er vist i Conover (1980). Vi vil ikke komme naermere
ind péa denne metode her.

Eksempel

Ved anvendelse af Man-Kendall’s trend test pa middel klorofylkoncen-
trationen i danske fjorde for perioden 1989-2005 - en tidsserie pa 17 ar -
fas en teststorrelse pa Z = -2,27 med en P-veerdi pa 0,023. Hvilket bety-
der, at nulhypotesen om tilfeeldighed forkastes, og der er et signifikant
fald i tidsserien. Det arlige fald estimeres til -0,0436 med et 95% konfi-
densinterval, som er [-0,0870;-0,0087]. Veerdien for 1988 (skeering) esti-
meres til 3,96.

Fortolkning

Mann-Kendall’s trend test viser sidledes, om der er en signifikant stigen-
de (hvis S er positiv) eller faldende (hvis S er negativ) tendens over ar-
reekken af leengde T. Iseer hvis arreekken er kort (kun 5-10 ar), skal der en
stor veerdi af S (se tabel 2.1) til at opna signifikans, og derfor kan man ikke
uden videre konkludere, at hvis der ikke er signifikans, er der ikke sket
nogen endring. Det er bare sveert statistisk at bevise trend over korte ar-
reekker og saledes er chancen for at finde trends i tidsserier med 5-10 ars
data meget sma.

Forudsatninger

Modsat for linezer regression kreeves det ikke i testen, at udviklingen er
lineeert stigende (eller faldende), og der er ikke noget krav om normal-
fordeling. Sen’s heeldningsestimator beregner dog (ligesom heeldningen i
linecer regression) et estimat for stigningen (eller faldet) pr. ar. Det er for
Mann-Kendall’s test en forudseetning, at der ikke er nogen seriel korrela-
tion (“afsmitning”) fra ar til ar, altsé fx at en tilfeeldig hej veerdi et ar gi-
ver forventning om en hgj veerdi aret efter.

2.2 Mann-Kendall’s sa@son trend test

Nér man har tidsserier med data fra forskellige seesoner i hvert ar (kvar-
talsvis, mdnedsvis), sa kan man anvende Mann-Kendall’s saeson trend
test (Hirsch & Slack 1984). Dette gores ved at beregne teststorrelsen S for
hver eneste saeson for sig. Derefter bliver teststarrelsen for hele tidsserien
lig summen af de enkelte seesonteststorrelser, dvs.
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p
S=YS,

s=1

hvor p er antallet af forskellige seesoner pr. ar. Variansen af S er defineret
som

Var(S) = ivar(Sg )+ Zcov(Sg S, )
g=1 g.hig#h

Det er ikke muligt under nulhypotesen at beregne kovariansen mellem
Sg og Sn eksakt, men den kan estimeres ved (Hirsch & Slack 1984)

th + 4Zn:Rl.gRih - n(né + Ith + 1)

cov(Sg,Sh)= = 3
hvor
r1 n
K, = sgn (xjg — Xig Xxjh — X )]
=l j=itl
0g

Her er Rj; rangen af x;; blandt observationerne i seeson g, og alle mang-
lende veerdier fér tildelt (;*1) /> som rang.

Man afger, om den samlede tendens er statistisk signifikant ved at be-
regne storrelsen Z defineret ved

S-1
(var(S ))% §>0
Z= 0 S=0
BE RS
(Var(S )

Hypotesen om tilfeeldigt ordnede observationer i hver seeson forkastes,
hvis den numeriske veerdi af Z er mindre end (“/2)-fraktilen eller storre
end (1 — “/2)-fraktilen i normalfordelingen med middelverdi 0 og vari-
ans 1. Ovenfor beskrevet test kan anvendes i tidsserier med seriel korre-
lation. Er der ingen seriel korrelation i tidsserien udgar ledet med kova-
rianser i beregningen af var(S). I afsnit 2.4 beskrives en simpel grafisk
metode til test af om der er seriel korrelation.

Hvis Mann-Kendall’s saeson trend test er faldet signifikant ud, sd er det
muligt at beregne et feelles haeldningsestimat for hele tidsserien med see-
soner. Dette gores ved folgende generalisering af Sen’s heeldningsestima-
tor beskrevet i foregdende afsnit.



For alle par af observationer (x;, xx) med j =1,2..,p og 1<k <i<wn; be-
regnes
X, — X,

d“ — y J
k .
Y i—k

Heeldningsestimatoren er sa medianen af alle dji-veerdier og er robust,
hvis tidsserien har seriel korrelation, seesoneffekt og data ikke folger en
normalfordeling (Hirsch et al. 1982). Konfidensinterval for heeldnings-
estimatet beregnes som i foregdende afsnit.

Homogenitets test

Mann-Kendall’s saeson trend teststerrelse S har den svaghed, at hvis der
findes neesten lige mange saesoner med positive udviklingstendenser
som med negative, og hvis deres storrelse omtrent opvejes, sa vil S ikke
veere signifikant. Derfor skal man, for Mann-Kendall’s saeson trend test
og heeldningsestimator anvendes, teste om udviklingstendenserne i de
forskellige seesoner er homogene, hvilket vil sige udviklingstendenser i
samme retning og af omtrentlig samme storrelse. Homogenitetstesten
kan udferes som et Wald test pa folgende made:

e Beregn
h=(S,~8,,8 ~58,,....8 ~S,)

e Definer (p — 1) x p matricen

1 -1 0 0
1 0
A= . :
. 0
I 0 0 -1

e Beregn p x p matricen

Valr(S1 ) COV(S1 9, ) e cov(S1 , Sp)
cov(S,,S,) :
: COV(S o155, )
COV(SP .8, ) o cov(Sp S, ) Var(Sp)

COV(S ) =

e Beregn (p — 1) x (p — 1) matricen
T=A-cov(S) A'
hvor t stdr for transponering af matricer.

o Teststorrelsen beregnes til

W T -h

Teststorrelsen skal vurderes i en y2-fordeling med (p — 1) frihedsgrader.
Hvis hypotesen om homogenitet ikke accepteres, er det bedst at anvende
teststorrelser og haeldningsestimater for hver saeson for sig. I van Belle &

11
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Hughes (1984) og i Gilbert (1987) er der angivet en anden test, som kun
kan anvendes, hvis der ikke er seriel korrelation.

Eksempel

Nedenfor er vist outputtet fra analyse af manedsmidler for klorofylkon-
centrationen i danske fjorde. Data er beregnet pa basis af alle NOVANA-
stationer for perioden 1989 til 2005 - i alt 17 ar. Vi har anvendt bade
Mann-Kendall’s seeson trend test med korrektion for seriel korrelation
(tabel 2.2). De to test giver meget forskellige resultater, s& det er vigtigt at
se pa den serielle korrelation. Homogenitetstesten er signifikant i det ene
tilfeelde men accepteres i det andet, og konfidensintervallet er bredere,
nar der korrigeres for seriel korrelation.

Tabel 2.2 Testresultater for Mann-Kendall's seeson trend test anvendt pa manedlige klo-
rofyl koncentrationer.

Test med seriel korrelation ~ Test uden seriel korrelation

Heeldningsestimat S =-0,0134 S =-0,0134

Test for homogenitet HOM = 13,22 HOM = 20,99
P=0,2794 P=0,0334

Trend teststgrrelse Z=-2,5438 Z=-4,1025
P=0,0110 P =0,00004

95% konfidensinterval

for hzeldning [-0,0235;-0,0039] [-0,0185;-0,0076]

I tabel 2.3 har vi gengivet resultatet af Mann-Kendall’s trend test anvendt
for hver maned for sig. De fleste maneder viser en faldende klorofylkon-
centration - pa neer februar og marts. Faldet er signifikant for april, maj
og juni.

Tabel 2.3 Mann-Kendall’s trend test anvendt for hver maned for sig af klorofyldata.
95% konfidensinterval

Maned Teststarrelse Haeldningsestimat for haeldning

Januar Z=-0,2883 3 =-0,0019 [-0,0182;0,0169]
P=0,7731

Februar Z=1,1946 B =0,0195 [-0,0103;0,0498]
P =0,2322

Marts Z=0,8650 /3 =0,0059 [-0,0154;0,0264]
P =0,3870

April Z=-3,5014 3 =-0,0379 [-0,0572;-0,0217]
P =0,0005

Maj Z=-2,5951 5 =-0,0271 [-0,0416;-0,0063]
P =0,0095

Juni Z=-2,2656 B =-0,0237 [-0,0404;-0,0037]
P =0,0235

Juli Z=-12770 3 =-0,0165 [-0,0414;0,0100]
P=0,2016

August Z=-1,6889 B =-0,0157 [-0,0316;0,0031]
P=0,0912

September Z =-0,05355 'B =-0,0066 [-0,0329;0,0130]
P =0,5923

Oktober Z=-17713 B =-0,0153 [-0,0335;0,0050]
P =0,0765

November Z=-1,0298 B =-0,0158 [-0,0341;0,016]
P =0,3031

December Z=-1,0298 S =-0,0122 [-0,0403;0,0175]
P =0,3031




Fortolkning

Mann-Kendall’s seeson trend test fortolkes pa preecis den samme made
som Mann-Kendall’s trend test. Som tommelfingerregel er det muligt at
anvende normalfordelingsapproksimationen for tidsserier med 5 &r elle
mere, dvs. hvis der er malinger hvert kvartal s bestdr tidsserien af 20
veerdier. Homogenitetstesten ber ikke veere signifikant, hvis man vil an-
vende den samlede test for trend.

Forudsaetninger

Brugen af Mann-Kendall’s seeson trend test felger de samme forudseet-
ninger som testen uden seesonvariationer. Dog er der den forskel, at det
er muligt at teste trenden i tidsserier, hvor der forekommer seriel korre-
lation. Det er muligt ved at korrigere variansen af S, som beskrevet oven-
for.

2.3 Linear regression

Stigning eller fald i arlige veerdier kan testes med en lineeer regression
med det formdl at fa en statistisk vurdering af, om data har en stigende
eller faldende tendens over drene, eller om tidsserien kan antages blot at
vise tilfeeldige udsving.

Denne metode er parametrisk, hvilket betyder, at den forudseetter, at data
er normalfordelt, eventuelt efter en passende transformation, med ens
spredning omkring en ret linie i tiden. Endvidere forudseettes - ligesom
ved anvendelse af Mann-Kendall’s trend test - at der ikke er tidslig af-
heengighed mellem de enkelte arsveerdier. Dette betyder, at observatio-
nen i et givent ar er uafheengig af forrige ars veerdier.

Endelig undersoges ved den lineare regression om udviklingen er til-
nermelsesvis linezer, hvor Mann-Kendall’s trend test undersgger, om
udviklingen er stigende eller faldende. Linezer regression er, som tidligere
beskrevet, mere effektiv til at detektere en udvikling i tidsserien end
Mann-Kendall’s trend test, safremt udviklingen er tilneermelsesvis lineaer
og data er normalfordelt.

Metode

Den linezere regression beregnes med arstal som forklarende variabel.
Resultaterne af en regressionsanalyse opstilles i en ANOVA tabel sam-
men med en tabel for parameterestimaterne, hvor der ligeledes findes en
teststorrelse med tilhorende P-veerdi. De fleste regnearksprogrammer og
statistikprogrammer kan udfere en lineaer regression. I tabel 2.4 er vist
outputtet fra en lineeer regression af middel klorofylkoncentrationen i
danske fjorde mod tiden foretaget med Excel. Data er beregnet pa basis
af alle NOVANA-stationer for perioden 1989 til 2005, i alt 17 ar.
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Figur 2.1 Observationer og den
bestemte lineaere regression for
middel klorofylkoncentrationer i
danske fjorde.

Figur 2.2 Residualer fra regres-
sionen af middel klorofyl mod ars-
tal.

14

Tabel 2.4 ANOVA tabel og parameter estimater fra lineaer regression.
ANOVA

fg SK MK F Signifikans F
Regression 1 1,075513 1,075513 9,850951 0,006762
Residualer 15 1,637679 0,109179
| alt 16 2,713191

Koefficienter Standardfejl t-stat P-veerdi
Skeering 106,2235 32,66766 3,251642 0,005365
X-variabel 1 -0,05134 0,016358 -3,13862 0,006762

Fortolkning

For at vurdere om der er sket en tidslig udvikling testes om heeldnings-
parameteren S, som er estimeret til -0,05134, kan antages at veere lig 0.
Dette testes i ovenstaende ved bade en F-test og en t-test med samme re-
sultat: Sandsynligheden for at = 0 er ca. 0,7%, og da denne P-veerdi er
mindre end 5%, forkaster vi nulhypotesen om, at haeldningen er lig nul,
dvs. der er sket et signifikant fald. Estimatet for g viser, at klorofylni-
veauet i de danske fjorde i den givne periode er faldet med 0,05 pg 11 i
middel om dret. Data og den bestemte regressionslinie er vist i figur 2.1.
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Metodens forudsaetninger

Forudseetningen for en lineeer regression er, at residualerne er uafhengige
og normalfordelte med middelveerdi 0 og samme spredning. Dette un-
dersoges lettest ved at plotte residualerne fra regressionen mod arstal
(figur 2.2).
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Ud fra dette plot vurderes grafisk om:

1. residualerne fordeler sig peent omkring nullinien og har samme stor-
relsesorden (middelveerdi 0 og samme spredning)

2. de fleste residualer ligger teet pad nullinien og feerre storre residualer
(normalfordelte residualer)

3. residualerne fordeler sig tilfeeldigt omkring nullinien, sa der ikke er
lange sekvenser af henholdsvis positive og negative residualer (uaf-
heaengighed).

Sammenlighing med Kendall’s ©

Ved anvendelse af Kendall’s t pa de samme data fas en non-parametrisk
korrelation pé -0,41176 med en P-veerdi pa 0,0211, hvilket betyder, at i
dette tilfeelde er Kendall’s © mindre effektiv end den lineeere regression,
forudsat at der er sket en udvikling. Den linezere heeldning pa -0,051 er
lidt sterre end Sen’s haeldningsestimator pa -0,044, men begge estimater
ligger indenfor 95% konfidensgreenserne.

2.4 Linear regression med sa@sonvariation

Formadlet med denne analyse er at undersoge, om der er sket en generel
udvikling med tiden, og om denne udvikling er feelles for alle seesoner,
eller om den er drevet af enkelte seesoner. Samtidig er det vigtig, at der
tages hgjde for en eventuel seesonvariation i data. Data kan typisk vaere
arrangerede som manedsveerdier (manedsgennemsnit). Forudseetnin-
gerne til data er som ovenfor anfert for den lineaere regression.

Metode

Den linezere regression med seesonvariation har to forklarende variable:
arstal som kvantitativ variabel og maned som kvalitativ (kategorisk) va-
riabel. En sddan type analyse kaldes ogsa ANCOVA. Variablen arstal be-
skriver en generel linezer trend feelles for alle maneder. Variablen maned
beskriver en generel seesonvariation feelles for alle ar med separate veer-
dier for hver méned. Krydsvariationen mellem arstal og méaneder be-
skriver en separat lineeer trend i data for hver enkelt médned. Signifikan-
sen af denne krydsvariation benyttes til at undersoge, om der er forskel i
trenden mellem maneder.

Resultaterne af denne analyse opstilles i en ANOVA tabel, hvor der lige-
ledes findes en teststorrelse med tilhgrende P-veerdier. Denne analyse er
ikke velegnet til regnearksprogrammer og ber udferes med et statistik-
program.

Nedenfor er vist outputtet fra analyse af manedsmidler for klorofylkon-

centrationen i danske fjorde (tabel 2.5). Data er beregnet pa basis af alle
NOVANA-stationer for perioden 1989 til 2005, i alt 17 ar.
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Figur 2.3 Manedsmidler for april
maned med den bestemte linesere
regression.
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Tabel 2.5 Variansanalysetabel for linezer regression med saesonvariation af manedsmidler
for klorofyl.

ANOVA

fg SK MK F Signifikans F
Faelles trend 1 16,0055 16,0055 10,58 <0,0001
Saesonvariation 11 239,4099 21,7645 27,99 <0,0001
Trend f. maned 11 15,0352 1,3668 1,76 0,0644
Residualer 180 139,9683 0,7776
| alt 203 410,4188

Selv om krydsvariationen mellem &rstal og maned overordnet set ikke er
signifikant pa 5% niveau, var der en vis variation i de bestemte trends
for de enkelte maneder. Nedenstdende heeldningskoefficienter viser, at
der er sket et signifikant fald i april, maj, juni og august.

Tabel 2.6 Parameter estimater fra den linezere regression med saesonvariation af ma-
nedsmidler for klorofyl.

Haeldning Koefficienter Standardfejl t-stat P-veerdi
Januar -0,0043 0,0437 -0,10 0,9218
Februar 0,0503 0,0437 1,15 0,2505
Marts 0,0110 0,0437 0,25 0,8008
April -0,1442 0,0437 -3,30 0,0012
Maj -0,1014 0,0437 -2,32 0,0213
Juni -0,1238 0,0437 -2,84 0,0051
Juli -0,0826 0,0437 -1,89 0,0602
August -0,0917 0,0437 -2,10 0,0370
September -0,0380 0,0437 -0,87 0,3851
Oktober -0,0859 0,0437 -1,97 0,0507
November -0,0448 0,0437 -1,03 0,3066
December -0,0308 0,0437 -0,71 0,4810
Fortolkning

Resultaterne i ANOV A-tabellen viser, at der er signifikant forskel pa klo-
rofyl-niveauerne mellem de 12 méneder, og at der er sket et signifikant
fald for alle ménederne som helhed. Derimod er variationen i de bestemte
udviklinger mellem maéneder ikke signifikant, idet P-verdien er storre
end 5%. Selv om ménedsspecifikke udviklingstendenser ikke kan pavi-
ses med tilstreekkelig signifikans, er det dog veerd at bemeerke, at udvik-
lingen hovedsageligt er styret af fordrs- og sommermanederne, hvor klo-
rofylniveauet er faldet med ca. 0,1 pg 1! om &ret. Udviklingen for april
maned er vist i figur 2.3.
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Figur 2.4 Histogram for beskri-
velse af residualernes fordeling.

Figur 2.5 Residualer afbildet
mod forrige maneds residual il
analyse af seriel korrelation i data.

Metodens forudsaetninger

Forudseetningen er som for den simple lineaere regression, at residualerne
er uafheengige og normalfordelte med middelveerdi 0 og samme spred-
ning. Dette kan undersgges ved plots, som beskrevet ovenfor. Da der er
flere observationer ved denne analyse i forhold til analysen baseret pa
arsmidler, kan det ligeledes veere en ide at plotte et histogram over resi-
dualerne for at vurdere om de er normalfordelte (figur 2.4). I vores ek-
sempel er der 3 outliers ud af 204 observationer, som giver en hgjreskaev
fordeling. Ses der bort fra disse 3 outliers, kan normalfordeling af resi-
dualerne accepteres ved anvendelse af Kolmogorov-Smirnov test. Forde-
lingen af residualer er vist nedenfor.
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Endvidere kan forudseetningen om uafheengige residualer undersoges
ved at plotte residualer mod de forrige residualer, dvs. plotte residualerne
mod sig selv forskudt med 1 observation (figur 2.5). I det konkrete til-
feelde er der signifikant korrelation (r = 0,47) mellem residualerne. Meto-
den kan forbedres ved at inkludere en korrelationsparameter til at be-
skrive afheengigheden mellem observationer, men det ligger udenfor
neerveerende anvisning at beskrive denne metodik.
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3 |kke-monotone udviklinger

I dette afsnit beskrives to metoder, som benyttes til at beskrive afvigelser
fra en lineeer udvikling, herunder ikke-monotone trends. Generalized
additive models (GAM) er en ikke-parametrisk metode, som undersgger
tidsserien for systematiske, lokale afvigelser fra linearitet. Change-point
detection er en parametrisk metode til at identificere et ukendt tidspunkt,
hvor der sker en @endring i den tidsmeessige udvikling, typisk et knaek-
punkt eller et spring. Metoderne beskrives forst til at handtere tidsserier
bestaende af arlige veerdier, hvorefter det vises, hvordan metoderne kan
udvides til at handtere tidsserier indeholdende seesonvariation.

3.1 Generalized additive models (GAM)

I nogle tidsserier med observationer fra vandmiljoet kan der optraede
udviklingstendenser, som i starten er stigende men efter et vist tidspunkt
begynder at falde igen. Det er iseer lange tidsserier, der kan indeholde
udviklinger, som er vendte. For eksempel i tidsserier som starter i perio-
den for vedtagelsen af Vandmiljoplan I. Man vil typisk se en stigende
tendens i starten og indtil ca. et par ar efter 1989, derefter vil man se en
faldende tendens, nar effekten af de forskellige virkemidler slar igen-
nem. Udviklingen i disse tidsserier kan beskrives ved anvendelse af en
GAM analyse.

GAM (generalized additive model) er en reekke steerke statistiske vaerk-
tojer baseret pa ikke-parametrisk regression og matematisk udglatnings-
teknikker (Hastie & Tibshirani 1990; Chambers & Hastie 1992). GAM losner
op for den seedvanlige antagelse om linearitet og ger en i stand til at ud-
forske data mere fleksibelt og derved finde strukturer, som ellers ikke
ville blive fundet ved anvendelse af normal lineser regressionsanalyse.
En udglatningsteknik er et veerktgj til at “opsummere” udviklingsten-
densen for responsen som en funktion af tidspunkt (ar, maned). Den
producerer et estimat for responsen, som varierer mindre end selve re-
sponsen (responsen er udglattet).

GAM egner sig bedst til analyse af tidsserier, hvor udviklingen er vendt
langsomt i perioden (en eller flere gange). Hvis eendringen er mere plud-
selig (spring i malingerne fra et niveau til et andet), s er change-point
metoder et bedre alternativ til GAM samt metoderne beskrevet i kapitel
2. Tidsserier med varierende trend samt step changes vil ikke kunne spo-
res ved brug af Mann-Kendall’s test eller lineeer regression, som er rettet
mod monotone og lineeere udviklingstendenser. Change-point detection
metoder er beskrevet i afsnit 3.2.

GAM er en analysemetode, som tillader os at lade data bestemme, hvil-
ken kurve som skal fittes til data. Modellen i GAM er

Yi= f(i)+£i

hvor y; betegner responsen (arlige eller manedlige veerdier af en miljova-
riable) for arene i, i = 1,2,...,n. Sterrelsen & angiver afvigelserne fra kurven



(residualer). Det antages, at disse afvigelser folger en normalfordeling.
Endelig betegner f kurven som fittes til data. | GAM er det muligt at teste
for signifikans af kurven, samt beregne hvor mange frihedsgrader kur-
ven har. En kurve med 2 frihedsgrader svarer til en ret linie, 3 til et 2.
grads polynomium, osv.

I GAM kan man velge mellem flere forskellige udglatningsteknikker. Vi
foreslar, at man enten bruger LOESS (Cleveland & Devlin 1988) eller
”smoothing splines” (Wahba 1990). Det er muligt at teste, om man kan
reducere sammenheengen mellem respons og maletidspunkt til en lineeer
sammenhaeng. Dette gor man ved at beregne folgende storrelse

o (RSS1-RSS2)/(df 2 - df1)
- RSS1/(n—df2)

hvor

RSS1 = total varians minus model varians ved lingr sammenhang
RSS2 = total varians minus varans ved kurve fitting
n = total antal observationer
df1 = antal frihedsgrader i lineer model = 2
df 2 = antal frihedsgrader i udglattet model.

Teststorrelsen F skal vurderes i en F-fordeling med frihedsgrader (df2 —

dfl, n - df2).

Eksempel

Som et eksempel pd anvendelsen af GAM til trendanalyse har vi analyse-
ret nitratkoncentrationer malt i Odense A ved Nr. Broby i perioden 1967
til og med 2005 (figur 3.1). I analysen har vi anvendt simple drsmiddel-
koncentrationer. Som man kan se i folgende graf, sa pavirkes kurvefittet
ikke af outlieren i 1977. Der er et tydeligt toppunkt i koncentrationen
omkring 1978 og efter dette ar er koncentrationerne svagt faldende indtil
1990 og faldet kraftigt derefter til et niveau lavere end i starten af tidsse-
rien. Vi har ligeledes vist den lineeere model i figuren. GAM giver et
LOESS fit med 3,4 frihedsgrader og en linezer kurve afvises med en test-
sandsynlighed pa 0,007. Variansanalysen er vist i tabel 3.1.

Tabel 3.1 Variansanalysetabel for GAM og linezer regression.

ANOVA

Fg SK MK F Signifikans F
Lineeer trend 1 4,79 4,79 2,295 0,1385
LOESS fit* 2.4 21,41* 8,92* 5,58 0,0056
Residualer linezer
trend (RSS1) 36 75,16 2,09
Residualer LOESS fit
(RSS2) 33,6 53,89 1,60
| alt 37 79,96 2,16

* Bemeerk, at varianstabellen ikke helt passer i GAM, idet der er et konstantled, som har 1
frihedsgrad, som ikke er medregnet i LOESS fittet.
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Figur 3.1 Udvikling i nitratkon-
centrationer analyseret vha.
linezer og GAM komponenter.

20

Analysen er gennemfort i softwaren S-PLUS©. Man kan ogsd gennemfore
analysen i SAS©. Denne software benytter sig af en y2-test for signifikan-
sen af LOESS fittet. Denne test giver en testsandsynlighed pa 0,0005.
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Fortolkning

Metodens resultat illustreres bedst ved et plot, som viser observationer
plottet mod arstal sammen med den fittede kurve. Grafen viser struktu-
ren, og selve GAM analysen giver antallet af frihedsgrader, som kurven i
grafen estimeres til at veere sammensat af. En GAM analyse skal ledsages
af en test for, om det er muligt at reducere til en model bestdende af en
ret linie.

Forudsaetninger

GAM metoden benytter sig matematisk af ikke-parametriske udglat-
ningsteknikker. I testen af nulhypotesten om linearitet har man behov
for at afvigelserne folger en statistisk fordeling. Vi har i denne anvisning
antaget, at det er en normalfordeling, men andre fordelinger kan ogsa
antages (Hastie & Tibshirani 1990). Metoden fungerer bedst i tidsserier
uden abrupte eendringer. Beregninger er saerdeles komplicerede og kree-
ver anvendelse af statistik software, fx SAS eller S-PLUS.

3.1.1 GAM med korrektion for sason

For tidsserier med seesonvariation er det muligt ogsa at fitte en GAM
kurve igennem de observerede veerdier. Tidsserier med saesonvariation
kan fx bestd af manedsveerdier for en given miljgvariabel.

GAM giver mulighed for kurvefitting af hele tidsserien med alle saeso-
ner, fitting af en kurve for hver enkelt seeson, samt en kurve for trenden
pa arsniveau. Kurverne, som fittes til hver seeson, har det samme forlgb,
men er parallel forskudt.

Det er altsd muligt at undersgge, om der er sket en generel udviklings-
tendens med tiden. Udviklingstendensen antages at veere feelles for alle
seesoner, men er flyttet op eller ned alt efter det generelle niveau for den
pageeldende seeson.



Figur 3.2 Nitratobservationer
sammenholdt med GAM model
med saesonvariation, model for
arlig udvikling samt trend for ja-
nuar og august maneder.

Ligesom for regressionsanalyse med seesonkorrektion, sa indgar der to
variable i GAM med saesonkorrektion. Dels arstal som forklarende vari-
abel (kvantitativ sterrelse) og dels maned som kategorisk variable (kvali-
tativ sterrelse).

Eksempel

Anvendelsen af GAM for data med seson er illustreret med maneds-
middelkoncentrationer af nitrat malt i Odense A ved Nr. Broby i perio-
den 1967 til og med 2005. Resultaterne af GAM analysen med seesonvari-
ation er vist i figur 3.2. Trenden for januar maned har de sterste veerdier
og tilsvarende har juli de mindste veerdier i figur 3.2.
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Figur 3.2 viser, at manedstrends har ens forlgb, men er parallelforskudt i
forhold til gennemsnitlige manedsveerdier. Den generelle arlig trend er
ens med manedstrend og angiver den gennemsnitlige forleb péd arsveer-
dier. Den arlige kurve har samme forlgb som i figur 3.1.

Denne analyseform kan kun foretages i SAS©O. y2-testen giver en test-
sandsynlighed pd en veerdi <0,0001. Ved anvendelse af ovennaevnte F-
test, kan man teste om GAM modellen kan reduceres til en regressions-
model med saesonkorrektion (se afsnit 2.4). F-testen giver en test sand-
synlighed pa <0,0001.

Fortolkning

Kurverne fortolkes pd samme vis, som for ovenfor beskrevne GAM me-
tode for arsdata. Det er som neevnt ikke muligt at teste signifikansen af
udviklingstendensen, men det er muligt at teste for reduktionen til en
simpel linezer model via en F-test, som beskrevet ovenfor.

Forudsatninger

GAM med korrektion for saeson har ngjagtig de samme forudseetninger
som GAM kurvefitning med data pd arsniveau. Man skal dog veere op-
meerksom p4, at der ikke ma forefindes seriel korrelation i dataseettet.
3.2 Change-point detektion

Analyse af lange tidsserier viser ofte at udviklingen ikke nedvendigvis

er monoton og i langt de fleste tilfeelde ikke lineser. Change-point detek-
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Figur 3.3 Fire forskellige typer
af aendringer i tidsserier, som vil
blive behandlet. De fire typer af
modeller kan udvides til forskelli-
ge typer af funktionaliteter pa
hver side af tidspunktet k.

22

tion indbefatter en lang reekke parametriske og non-parametriske meto-
der til at underspge, om der sker et skift i den tidslige udvikling. Pro-
blemstillingen omkring change-point detektion gér tilbage til udviklin-
gen af CUSUM kort indenfor statistisk kvalitetskontrol (Page 1954),
hvorved det kunne spores, om en produktionsproces var ved at “lgbe af
sporet”.

Der skal skelnes mellem fire typer af problemstillinger i relation til change-
point detektion (figur 3.3), som er kombinationer af, hvorvidt tidspunk-
tet for eendringen, k, er kendt eller ukendt, og hvorvidt skiftet er konti-
nuert (knaekpunkt) eller diskontinuert (spring). Eksempler pa de forste
to tilfeelde (A og B) kunne veaere, om metodeskift til et kendt tidspunkt
har pévirket tidsserien, eller om tidsserierne eendrer sig efter politiske
handlingsplaner. Identifikation af skift i tidsserien til et ukendt tidspunkt
(tilfeelde C og D) har en mere undersogende tilgang, hvor signifikante
eendringer i tidsserien vil lede til diskussioner af, hvad der har forarsaget
dette skift. I de to tilfeelde med knaekpunkter (A og C) er tidspunktet for
endringen, k, en kontinuert storrelse, idet k frit kan variere mellem ob-
servationstidspunkterne. Derimod er k en diskret storrelse i de to tilfeelde
med spring (B og D), idet det kun er muligt at vurdere, om springet er
sket mellem to observation, men det er ikke muligt at vurdere preecist,
hvor imellem de to observationer skiftet er sket.

Tilfeelde A: Tilfeelde B: ..
Knaekpunkt til Spring til A e
kendt tidspunkt k kendt tidspunkt k

—ttg o
. * +
Tilfeelde C: Tilfeelde D: . . .o
Knaekpunkt til Y Spring til A e—
ukendt tidspunkt k ukendt tidspunkt k

¢
ry LIPS + & *
-— " 2 * o * . M M *
* v *

Alle statistiske test er opbygget omkring formulering af en nulhypotese,
hvilket er en model for tidsserien uden aendringer, samt en alternativ
hypotese, som er en model indeholdende et knaekpunkt eller et spring
(change-point). Formuleringen af nulhypotesen og den alternative hypo-
tese er forskellig i de 4 tilfeelde, og disse vil blive gennemgaet i det fel-
gende.

Der findes mange forskellige teststerrelser, som kan bruges til at teste
hypotesen om et change-point. De hyppigst benyttede teststorrelser er t-
test og F-test under antagelse af normalfordelte data. Disse test er faktisk
special-tilfeelde af det langt mere generelle likelihood kvotient test, hvor
likelihood-funktionen regnes ud for nulhypotesen Lo(X;é) og den alter-



Figur 3.4 Afbildning af nulhypo-
tesen og den alternative hypote-
se for knaekpunkt til kendt tids-
punkt k.

native hypotese L1(X;6), hvor & og 6 angiver parametrene i modellen
for henholdsvis nulhypotesen og den alternative hypotese. Test-storrelsen
for kvotient testet udregnes som forholdet mellem de to likelihood-
funktioner, idet veerdier tet pa 1 betyder, at de to modeller (hypoteser)
er stort set lige gode, og sma veerdier vil angive, at den alternative hypo-
tese er bedre til at beskrive data end nulhypotesen

_ Ly(X;6,)
L(X;6)

LR=A

Denne formulering er meget generel og kan anvendes for mange forskel-
lige hypoteser, nar blot fordelingen af data kendes. Problemet er dog, at
fordelingen af A under Hy ikke altid er kendt, men hvis modellen under
Ho udger en undermodel af Hi, sa er — 2log(A) asymptotisk (n — o) z2-
fordelt med antal frihedsgrader lig med forskellen i frie parametre mel-
lem Hi og Ho (rang(é:) — rang(é)). For normalfordelte data med kendt
spredning er y? -approksimationen eksakt.

3.21 Tilfeelde A: Knazkpunkt til et kendt tidspunkt

I dette tilfeelde undersgges om trenden skifter karakter undervejs i tids-
serien til et kendt tidspunkt. Nulhypotesen formuleres som en simpel li-
nezer sammenhaeng mod alternativet af to sammensatte linezere stykker,
som er forbundet i det kendte knaekpunkt k (figur 3.4).

Nulhypotese:
Lineser sammenhasng .t

Alternative hypotese:
To sammensatte
(ved k) liniestykker

Lad os antage, at observationerne i tidsserien X1, Xo, ..... Xn er normalfor-
delte, og at deres udvikling med tiden beskrives med felgende model

t<k
t>k

th{ p+ Bt
Lt Bt+S-(1—k)

Signifikansen af knaekpunktet kan derfor undersgges ved felgende hy-
potese:

Ho: 6= 0 mod alternativet H1: 5= 0

Denne model kan formuleres inden for rammerne af generelle lineaere
modeller, og signifikansen af kneekpunktet kan derfor underseges ved t-
test pa storrelsen af parameteren Jeller F-test for den variation, som ude-
lukkende kan tilskrives den alternative hypotese. Alternativt kan like-
lihood-funktionerne for de to hypoteser udregnes, og signifikansen af
knaekpunktet undersgges vha. kvotient testet.
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Figur 3.5 Arsmiddelkoncentra-
tioner af TP for danske fjorde og
kystnzere omrader. De to linier
viser en lineaer trend og en sam-
mensat linezer trend.
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Eksempel 1: Fosforniveauet i danske fjorde og kyster
Fosforkoncentrationerne har varet faldende efter Vandmiljeplanen blev
vedtaget i 1987. Vi vil derfor undersgge, om der er sket en meerkbar aen-
dring i trenden efter 1987. Dette kan udferes som en multipel regression
med to variable, hvor den ene er arstal (t = 1981-2004) og den anden va-
riabel, 6, har veerdien 0 for 1981-1987 og derefter antallet af ar siden 1987.
Resultaterne opstilles i et variansanalyseskema og med parameter esti-
mater (tabel 3.2).

Tabel 3.2 Variansanalyseskema og parameterestimater for eksemplet med fosfor mid-
delkoncentrationer.

Variation SAK F s? F-test P
Ar 7874,34 1 7874,34 237,69 <0,0001
Knaekpunkt 5,79 1 5,79 0,17 0,6802
Residual 695,69 21 33,13

Total 8575,82 23

Parameter Estimat Spredning t-test P

4 (skaeringspunkt) 4614,01 1607,98 2,87 0,0092
S(ar) -2,29 0,81 -2,82 0,0102
S (eendring) -0,40 0,97 -0,42 0,6802

Likelihood-funktionerne under nulhypotesen og den alternative hypotese
bliver log(Lo(X; b)) = -74,56 og log(L1(X; 61)) = -74,46, hvilket resulterer i

—2log(A)=-2log(L,(X;6,)) +2log(L,(X;6,))=0,198

som for y2-fordelingen med 1 frihedsgrad svarer til en P-veerdi pa 0,6595.
Dette viser, at de to eksakte test (F-test og t-test) og det approksimative
J>-test giver det samme resultat: der er ikke noget signifikant kneekpunkt
i 1987 for TP-koncentrationer (accept af nulhypotesen). Den meget lidt
signifikante eendring af heeldningen i 1987 fremgar tydeligt, nar de to
trend-modeller plottes, idet de stort set ikke kan skelnes (figur 3.5). Ud
fra denne analyse er der derfor intet beleeg for at haevde, at den nedad-
gaende trend i TP-niveauerne andrede sig som fglge af vedtagelsen af
Vandmiljoplanen. Det skal dog bemzerkes, at residualerne omkring lini-
en ikke ser ud til at veere uafheengige, hvilket vil blive behandlet senere.
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Figur 3.6 Afbildning af nulhypo-
tesen og den alternative hypote-
se for spring til kendt tidspunkt k.

3.2.2 Tilfeelde B: Spring til et kendt tidspunkt

I dette tilfeelde undersoges, om trenden skifter fra et niveau til et andet
til et kendt tidspunkt i tidsserien. Nulhypotesen formuleres som et kon-
stant niveau mod alternativt to forskellige niveauer, hvor springet sker
til det kendte knaekpunkt k (figur 3.6).

Nulhypotese:
Konstant niveau , 4 ,* " & .o

Alternative hypotese:
To forskellige  svootstevr

* * e *
niveauer adskilt

ved k
+* e * e
* e ——t—
tete . . D 3 .

Lad os antage, at observationerne i tidsserien Xi, Xj,....., X er normalfor-
delte, og at deres udvikling med tiden beskrives med felgende model

th{ H
U+0

Signifikansen af springet kan derfor undersoges ved folgende hypotese:

t<k
t>k

Ho: 6= 0 mod alternativet H1: 5= 0

Denne model svarer til en simpel to-stikpreve, men kan ogséd formuleres
inden for rammerne af generelle linezere modeller, og signifikansen af
knaekpunktet kan derfor undersoges ved t-test pad sterrelsen af paramete-
ren O eller F-test for den variation, som udelukkende kan tilskrives den
alternative hypotese. Alternativt kan likelihood-funktionerne for de to
hypoteser udregnes, og signifikansen af knaekpunktet undersgges vha.
kvotient testet.

Eksempel 2: Metodeskift i primarproduktionsmalinger

Ved overgangen til NOVA i 1998 blev den tekniske anvisning for udfe-
relse af primeerproduktionsmélinger sendret, og dette pavirkede de be-
regnede arealproduktioner (figur 3.7). Selv om drsproduktionen (ny pro-
duktion) i de dbne farvande afheenger af tilforslen af kveelstof (Carstensen
et al. 2003), er der ikke en direkte signifikant sammenheeng mellem kveel-
stoftilfarsel og arsproduktion, og der tages derfor ikke hgjde for variati-
oner i kveelstoftilfersler i perioden for og efter metodeskiftet.
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Figur 3.7 Arlig primeerproduktion
i Storebeelt (station 6700053) og
kveelstofbelastningen til de

indre danske farvande (oktober-
september).

Figur 3.8 Arlig primeerproduktion
pa station 6700053 i Storebeelt
udregnet ved den gamle metode
(1989-1997) og den nye metode
(1998-2004).
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Nulhypotesen er derfor, at drsproduktionen er konstant mod den alter-
native hypotese, at der sker et niveauspring, 6# 0, i k = 1998 som felge af
den eendrede beregning for arealproduktionen. Resultaterne opstilles i et
variansanalyseskema sammen med parameterestimaterne (tabel 3.3).

Tabel 3.3 Variansanalyseskema og parameterestimater for eksemplet med primeerpro-

duktion.

Variation SAK F S2 F-test P
Spring 26612 1 26612 20,45 0,0005
Residual 18219 14 1301

Total 44831 15

Parameter Estimat Spredning t-test P
 (middel) 162,89 12,02 13,55 <0,0001
S (niveauspring) 82,21 18,18 4,52 0,0005

Likelihood-funktionerne under nulhypotesen og den alternative hypotese
bliver log(Lo(X ; é)) =-86,21 og log(L1(X ; &1)) = -79,00, hvilket resulterer i

—2log(A)=-2log(L,(X;6,)) +2log(L,(X;06,))=1441

som for y2-fordelingen med 1 frihedsgrad svarer til en P-veerdi pa 0,0001.
Dette viser, at de to eksakte test (F-test og t-test) og det approksimative
1-test giver det samme resultat: der er sket en forogelse af arsprodukti-
onen pa ca. 50% (figur 3.8) ved metodeskiftet (afvisning af nulhypote-
sen). Kveelstoftilferslen til de indre farvande var ca. 16% hgjere i perio-
den 1989-1997 end for 1998-2004, s& sandsynligvis giver den nye bereg-
ningsmetode mere end 50% hgjere veerdier.
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3.2.3 Tilfeelde C: Knzekpunkt til et ukendt tidspunkt

I dette tilfeelde undersgges om trenden skifter karakter undervejs i tids-
serien til et ukendt tidspunkt. Nulhypotesen formuleres som en simpel
linezer sammenheeng mod alternativet af to sammensatte linezere styk-
ker, der er forbundet i et kneekpunkt k, som kontinuert kan variere over
tidsserien (figur 3.4).

Lad os antage, at observationerne i tidsserien X1, X5, ....X er normalfor-
delte, og at deres udvikling med tiden beskrives med felgende model:

X = U+ p-t t<k
Clut+Br+Ss-(t-k) 2k

Signifikansen af det ukendte kneekpunkt kan derfor undersoges ved fel-
gende hypotese:

H, :0 =0 mod alternativet H,:6#0 og 1<k<n

Modellen under den alternative hypotese har to ekstra frie parametre (&
og k) i forhold til modellen under nulhypotesen. Modellen kan ikke for-
muleres inden for rammerne af generelle linezere modeller, idet der ikke
kan opstilles to design variable for 6 og k (eksempelvis vil kolonnen med
0- og 1-taller, som skitseret i eksempel 1, for parameteren ¢ atheenge af
parameteren k). Derfor kan de traditionelle t-test og F-test inden for ge-
nerelle linecere modeller ikke bruges, hvorimod kvotient testet stadig
kan anvendes. Modellen er en ikke-lineseer model, som bestemmes ved
iterativt at optimere fx likelihood-funktionen med hensyn til parametrene.
For at fa optimeringsalgoritmen til at konvergere er det ofte en fordel at
give et startgeet pa parameterveerdierne, som er i neerheden af de forven-
tede veerdier men ikke alt for teet pa de endelige estimater. Ofte ma man
prove sig frem med flere forskellige startgeet. Det vil ogsa veere nemmere
at opnd konvergens, hvis k begreaenses til at variere mellem start- og slut-
tidspunktet i tidsserien.

Eksempel 3: Fosforniveauet i danske fjorde og kyster (fortsat)

I eksempel 1 forudsattes at en eventuel eendring i trenden for fosforkon-
centrationerne skulle ske i 1987 som fglge af Vandmiljgplanens vedtagelse.
Der var intet paviselig kneekpunkt i tidsserien i 1987. Alternativt kunne
det undersgges, om der er sket en @endring i trenden et tilfeeldigt sted i
tidsserien. Under nulhypotesen var likelihood-funktionen log(Lo(X ; &))
= -74,56, og ved at formulere en model under den alternative hypotese
finder vi parameterestimaterne i tabel 3.4.

Tabel 3.4 Parameterestimater med tilhgrende statistik for knaekpunktsmodellen for fosfor
middelkoncentrationer.

Parameter Estimat Spredning t-test P

4 (skaeringspunkt) 6222,31 546,2 11,39 <0,0001
p (starthzeldning) -3,10 0,27 -11,26 <0,0001
6 (eendring) 2,54 1,17 2,18 0,0413
k (kneaekpunkt) 1997,83 2,42 825,53 <0,0001

Likelihood-funktionen bliver log(L1(X ; 1)) = -69,55, hvilket resulterer i

—2log(A)=-2log(L,(X;6,)) +2log(L,(X;6,))=10,01
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Figur 3.9 Arsmiddelkoncentra-
tioner af TP for danske fjorde og
kystnaere omrader. De to linier
viser en linezer trend og en sam-
mensat linezer trend med et frit
varierende knaekpunkt.
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som for y2-fordelingen med 2 frihedsgrader svarer til en P-veerdi pa
0,0067 (afvisning af nulhypotesen). Der er altsa et signifikant kneekpunkt
i tidsserien for fosforkoncentrationer, saledes at middelkoncentrationerne
er faldet med ca. 3 pg 11 i perioden 1980-1997, hvorefter der kun har vee-
ret et svagt fald pa ca. 0,5 pg 1! (figur 3.9).
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Det kunne vare interessant at undersoge, om der faktisk er sket et signi-
fikant fald i den sidste del af tidsserien, altsa om heeldningen er lig nul.
Dette kan ligeledes undersoges ved hjeelp af kvotient testet, idet hypote-
serne kan formuleres:

H,:f+06 =0 mod alternativet H,: f+06 #0

hvor modellen under den alternative hypotese, som for, har likelihood-
funktionen log(L1(X;#)) = -69,55 og modellen under nulhypotesen har
likelihood-funktionen log(Lo(X;&)) = -69,85, hvilket resulterer i:

~2log(A) =—2log(Z,(X;6,)) +2log(L,(X:6,))= 0,62

som for y2-fordelingen med 1 frihedsgrad svarer til en P-veerdi pa 0,4315
(accept af nulhypotesen). Modellen for et kneekpunkt med nulheeldning i
den sidste del af tidsserien bliver da:

[6327,6-3151 <1998,
r 37,0 £>1998.1

hvor det bemeerkes, at de andre parametre ogsa eendrer sig marginalt.
Tidspunktet, hvor kneekket i trenden sker, er heller ikke en fast parameter
men er ca. 1998,1+1,3 ifglge den sidst opstillede model.

Analysen med et ukendt kneekpunkt kan principielt udvides til at under-
soge for flere potentielle kneekpunkter. Modellen for to knaekpunkter ser
saledes ud (men kan ogsd formuleres anderledes):

u+p-t t<k,
X, = U+ [t+0,-(t—k) k <t<k,
U+Pt+6,-(t=k)+0,-(t—k,) t=k,



Figur 3.10 Den fundne udvikling
i arsmiddelkoncentrationer af TP
for danske fjorde og kystnaere
omrader. Modellen bestar af to
konstante niveauer med et fald
mellem 1986 og 1997.

hvor det forste af de tre liniestykker har heeldningen g, det andet linie-
stykke har heeldningen f + &1 og det tredje liniestykke har heeldningen
B+ o1+ &. De tre liniestykker er forbundet i de to kneekpunkter ki og k».
Nulhypotesen er da, at der kun eksisterer et kneekpunkt mod alternativet
to knaekpunkter. Likelihood-funktionen under nulhypotesen er nu lig
log(Lo(X; b)) = -69,55, som skal sammenlignes med log(L1(X;61)) = -60,84,
hvilket resulterer i en kvotient test:

—2log(A)=-2log(L,(X;6,)) +2log(L,(X;6,))=1743

som med y?-fordelingen med 2 frihedsgrader (der benyttes to frie para-
metre til beskrivelse af hvert knaekpunkt) svarer til en p-veerdi pa 0,0002
(afvisning af nulhypotesen). Data taler derfor for, at der er to knaekpunk-
ter i tidsserien frem for et enkelt. Den estimerede model med to knaek-
punkter viser dog kun svage haeldninger i det forste og sidste liniestykke.
Et konstant niveau i forste del af tidsserien underspges med hypotesen
Ho: f=0, som resulterer i log(Lo(X; &)) = -60,89 og deraf — 2log(A) = 0,10.
Da P = 0,7468 i y? fordelingen med 1 frihedsgrad accepteres nulhypote-
sen om et konstant niveau i den forste del af tidsserien. Pa tilsvarende
vis undersgges for et konstant niveau i sidste del af tidsserien med hypo-
tesen Ho : &1 + & = 0, hvilket resulterer i log(Lo(X; b)) = -62,77 og deraf
—2log(A)= 3,75. Da P = 0,0527 for y?(1)-fordelingen er storre end det
valgte 5% signifikansniveau, accepteres nulhypotesen om et konstant ni-
veau i den sidste del af tidsserien.

Den estimerede model for udviklingen i TP-koncentrationerne viser et
konstant niveau pa 82 pg I frem til ca. 1986 (tabel 3.5), hvor TP faldt
med 4,1 pg 1! om daret indtil ca. 1997, hvor niveauet stabiliserede sig om-
kring 37 pg I (figur 3.10).

Tabel 3.5 Parameterestimater med tilhgrende statistik for modellen med 2 knaekpunkter
og konstante niveauer i starten og slutningen af tidsserien.

Parameter Estimat Spredning t-test P

u (startniveau) 82,09 1,14 72,17 <0,0001
f (heeldning) -4,14 0,51 -8,09 <0,0001
k1 (1. knaekpunkt) 1985,83 0,85 2345,98 <0,0001
k2 (2. knaekpunkt) 1996,66 0,72 2789,81 <0,0001
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3.2.4 Tilfeelde D: Spring til et ukendt tidspunkt

I dette tilfeelde undersoges for spring, som optraeder til et ukendt tids-
punkt i tidsserien. Nulhypotesen formuleres som et konstant niveau
mod alternativt to forskellige niveauer, hvor springet kan ske til et vil-
karligt tidspunkt k (figur 3.6).

Lad os antage at observationerne i tidsserien Xi, X, ..... X er normalfor-
delte og at deres udvikling med tiden beskrives med folgende model:

t<k
X, = “
H+o t>k
Signifikansen af det potentielle spring kan derfor undersoges ved fol-
gende hypotese:

H, :6 =0 mod alternativet H, :3k € {2, ..... ,n} sdledes at 0 # 0

Dette betyder, at det undersoges, om der er sket et skift pa et hvilket som
helst tidspunkt i tidsserien. Da der derved beregnes flere teststorrelser
for den samme hypotese, kan vi ikke anvende de almindelige statistiske
principper for hypotesetestning. Nulhypotesen testes som regel ved at
udregne en tilsvarende teststorrelse (eksempelvis t-test sterrelse, Jarus-
kovd 1996), og sé beregne fordelingen eller kritiske veerdier for fordelin-
gen af denne teststorrelse under nulhypotesen. I litteraturen anvendes
ofte en teststorrelse svarende til likelihood kvotient testet, men den afge-
rende forskel er, at fordelingen af denne teststorrelse ikke er y2-fordelt.

Z»=max(-2-log Ax)

1<k<n

hvor
_ Li(xip max,, T, /(X3 1)
L (X;u,0) max , s I f (X, f (X 1+ 06)

k

idet f() angiver teethedsfunktionen og ¢ angiver eendringen i niveauet u
til tidspunkt k. Da der derved principielt foretages mange test i tilfeelde
D, vil de kritiske veerdier for test af Z, vere hgjere end for —2log(A) i til-
feelde B. Den beregnede veerdi af Z, sammenholdes med nedenstdende
kritiske veerdier pd 5% signifikansniveau for skellige antal observationer
i tabel 3.6. De tabellerede verdier er fundet som 95%-fraktilen i fordelin-
gen af Z, simuleret 10000 gange under nulhypotesen. Kritiske veerdier
for flere typer af fordelinger og test kan findes i Gombay & Horvath (1996).
Til sammenligning er den kritiske veerdi for en kvotient test y2(1) = 3,84.

Tabel 3.6 Kritiske vaerdier for Z, pa 5% signifikansniveau under antagelse af normalfor-
delte data. Gengivet fra Gombay & Horvath (1996).

N = C= N = C= N = C= N = C= N = C=
6 11,09 11 9,73 16 9,61 21 9,30 26 9,55
7 10,50 12 9,61 17 9,49 22 9,30 27 9,18
8 10,30 13 9,55 18 9,30 23 9,42 28 9,24
9 10,05 14 9,18 19 9,18 24 9,36 29 9,42
10 9,73 15 9,36 20 9,24 25 9,30 30 9,30




Figur 3.11 Residualer for iltkon-
centrationen ved bunden i de
indre danske farvande (juli-no-
vember) efter variationer som fal-
ge af kveelstofbelastning, advek-
tiv transport i bundlaget og tem-
peratur er forklaret. n = 27 ar.

Figur 3.12 Den beregnede veerdi
af A, for spring i tidsserien mellem
k=1976 og 2001.

Eksempel 4: litsvind i de indre danske farvande

Conley et al. (in press) beskriver udviklingen i iltkoncentrationen i bund-
vandet i de indre danske farvande. Efter at de overordnede tidslige vari-
ationer er beskrevet ud fra kveelstofbelastning fra land, den advektive
transport i bundlaget og temperaturen viste residualerne fra denne ana-
lyse et markant skift i midten af 1980’erne (figur 3.11). Dette spring for-
tolkes som et regimeskift mellem to tilstande i bundfaunaen, et samfund
med hgj diversitet og et samfund med et fatal af iltsvindstolerante arter.
Vi vil nu undersgge, om der findes et spring i niveauet for residualerne
pa et tilfeeldigt tidspunkt i tidsserien mod nulhypotesen, at residualerne
har et konstant niveau.
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Likelihood-funktionen for nulhypotesen er log(Lo(X;&)) = -13,38, og like-
lihood-funktionen beregnes for 26 potentielle skift i tidsserien mellem
1976 og 2001, hvilket resulterer i veerdier af log(L1(X;6)) mellem -13,37
og -5,00. Likelihood-kvotienten har den maksimale veerdi for k = 1984
(figur 3.12), som er storre end 95%- og 99%-fraktilen for Ay under nulhy-
potesen. Vi forkaster derfor nulhypotesen og accepterer, at der er sket et
skift i iltkoncentrationen pa -0,57 mg 1! fra 1983 til 1984.
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4 Diskussion af metoder

Denne anvisning indeholder beskrivelser af statistiske metoder til analy-
ser af de lange tidsserier. Den vigtigste indgang til at belyse den tidslige
udvikling i en given miljovariabel er en grafisk afbildning af udviklin-
gen, som kan dirigere analysen i den rigtige retning. En sddan afbildning
kan i forste omgang bruges til at undersgge, om der er tale om en mono-
ton stigende eller aftagende udvikling, eller om udviklingen er sammen-
sat af flere forskellige tendenser. Det kan i nogle tilfeelde veere sveert vi-
suelt at afgere om tendensen udelukkende er monoton, da enkelte ob-
servationer kan give indtryk af en eendring i trenden. GAM er i den
sammenhang et nyttigt veerktgj til en indledende statistisk analyse, idet
analysen vil give svar pd, om en linecer trend er tilstreekkelig, eller om
der er signifikante hejere ordens udviklinger. Hvis der er variationer i
tidsserien ud over den linezere udvikling, vil GAM analysen ogsa indikere,
hvorvidt en udvikling er monoton eller ikke-monoton. GAM analysen vil
ikke kunne identificere abrupte spring i data, idet trenden beskrives ved
en glat funktion. Det ma derfor afgeres ud fra afbildning af data, om ud-
viklingen indeholder spring.

Den linezere regression, GAM modellen og change-point detection me-
toderne forudseetter alle, at data felger en parametrisk fordeling. Typiske
fordelinger, som kan beskrives ved disse modeller, er normal fordelin-
gen, lognormal fordelingen (ved transformation), gamma fordelingen,
binomial fordelingen og poisson fordelingen. Mann-Kendall’s trend test
er derimod ikke-parametriske, hvilket betyder, at der ikke forudseettes
nogen fordeling for data, idet det afgerende for analysen er observatio-
nernes indbyrdes rangordning. Ikke-parametriske metoder er mere ro-
buste overfor outlier observationer, men til gengeeld knapt sa effektive til
at pavise tendenser med tilstreekkelig styrke ved korte tidsserier. Ikke-
parametriske metoder har den fordel, at brugeren ikke behever at teenke
i fordelinger, men til gengeeld er metoderne designet til specifikke pro-
blemstillinger uden sterre fleksibilitet. For eksempel er det forholdsvis
overkommeligt at inkludere andre forklarende variable i en parametrisk
analyse (ferskvandsafstremning, salinitet, m.m.), foruden at de enkelte
observationer kan vaegtes afheengig af antallet af malinger, som indgar til
at beregne observationerne til trendanalysen (eksempelvis antal observa-
tioner til beregning af mdnedsgennemsnit). Desuden er det muligt for
langt de fleste observationer, evt. ved passende transformation, at til-
nerme data til en parametrisk fordeling. En stor del af observationerne i
overvagningsprogrammet er koncentrationsmdlinger, som kan veere nor-
mal eller lognormal fordelte. Teelletal (fx antal arter i en prove eller antal-
let af positive test ud af et total antal) beskrives typisk ved poisson eller
binomial fordelingen. Kategoriske data (eksempelvis indeks for imposex
i snegle eller Dansk VandlgbsFauna Index) kan beskrives ved multinomial
fordelingen.

Derimod forudseetter bdde de parametriske og ikke-parametriske meto-
der, at observationerne er uathengige medmindre metoden er designet
til at kunne handtere serielt korrelerede observationer. Den beskrevne
metode for Mann-Kendall’s seeson trend test kan hdndtere korrelerede
observationer, hvorimod de andre metoder med undtagelse af GAM kan



udvides til at handtere korrelation mellem observationer. For den linezere
regression m/u saeson beskrives korrelation typisk ved en 1. ordens kor-
relationsparameter, som indgdr i kovariansmatricen for observationerne
og estimeres som en del af modellen. Sddanne modeller kaldes blandede
modeller. Change-point detection metoderne kan ligeledes udvides til at
handtere korrelerede observationer ved at formulere problemet inden
for blandede modeller (tilfeelde A, B og C). I tilfeelde D (spring til ukendt
tidspunkt) er den vigtigste eendring, at de kritiske veerdier for testet bli-
ver stprre, nar der er seriel korrelation i data. Disse problemstillinger er
yderligere behandlet i Tang & MacNeill (1993), Kim (1996) og Antoch et al.
(1997). GAM metoden finder stadig anvendelse som beskrivende veerktg;j
til udviklingen i data, men signifikansen af komponenterne, som indgar i
GAM modellen kan ikke bruges, nar observationerne er serielt korrele-
rede.
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5 Anbefalinger

Trendanalyser ber udferes efter folgende koncept:

1.

Afbild data og vurder om udviklingen er lineser, monoton eller ikke-
monoton. Anvend GAM som et beskrivende veerktgj til at analysere
om en lineeer trend er tilstreekkelig til at beskrive udviklingen (hvis
den glatte trendkurve, ud over den linezre del, ikke er signifikant).
Ud fra den deskriptive analyse vurderes om udviklingen skal beskri-
ves som linezer (pkt. 2), monoton men ikke lineger (pkt. 3), sammensat
af forskellige tilneermelsesvis lineezere tendenser (pkt. 4) eller abrupt
spring mellem to eller flere niveauer (pkt. 5). GAM analysen kan ogsa
udgere trendanalysen alene, hvis der ikke gnskes en mere kvantitativ
vurdering af udviklingen med estimater for heeldninger, knaekpunk-
ter, m.m.

Hyvis trenden kan beskrives som en linezer udvikling, foretages en li-
nezer regression af data, og residualerne undersgges for korrelation
og normalfordeling. Evt. foretages transformation af data eller den li-
nezere regression udferes under antagelse af en anden parametrisk
fordeling.

Hvis trenden er gradvist aftagende eller stigende (monoton) anven-
des Mann-Kendall’s trend test.

Hyvis tidsserien aendrer gradient i lobet af tidsserien anvendes change-
point detection metoder (tilfeelde A eller C), og residualerne underse-
ges for korrelation og normalfordeling. Evt. foretages transformation
af data eller metoden udferes under antagelse af en anden passende
parametrisk fordeling.

Hvis udviklingen springer mellem to niveauer anvendes change-
point detection metoder (tilfeelde B og D), og residualerne undersgges
for korrelation og normalfordeling. Evt. foretages transformation af
data eller metoden udferes under antagelse af en anden passende pa-
rametrisk fordeling.

Hvis data indeholder seesonvariationer, anvendes de respektive metoder

for data med seesonsvingninger. Alternativt kan seesonvariationen fjer-
nes ved at bestemme de forskellige seesonkomponenter og derefter sub-

trahere disse fra tidsserien.
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Bilag A - Matematiske definitioner af
gennemsnit, median, tidsvagtede gennem-
snit og vandferingsvaegtede gennemsnit

Som inputvariable til trendanalyserne er der naevnt en reekke deskriptive
statistiske sterrelser for en typisk drlig eller manedlig miljevariabel, som
skal analyseres, fx koncentrationer af et naeringsstof i vandleb, sger eller
marine omrdder. Disse deskriptive statistiske sterrelser er gennemsnit,
median, tidsveegtede gennemsnit og vandferingsvaegtede gennemsnit.

I det folgende gives en matematisk beskrivelse af, hvordan disse storrel-
ser beregnes. Derfor antager vi, at x1,x2,...,.xn er de givne observationer af
en miljovariabel, fx koncentrationer af totalt kveelstof malt i en bestemt
periode pa en bestemt station.

Gennemsnit

Det seedvanlige (aritmetiske) gennemsnit er defineret som summen af de
givne observationer divideret med antallet af observationer. Matematisk
beskrives gennemsnittet som:

X, =%(x1 + X, +~~-+xN)=%in

i=1

Median

Median angiver den typiske observerede verdi og er saledes upavirket
af nogle enkelte meget store eller smd veerdier. Medianen beregnes ved
at rangordne observationerne. Hvis N er ulige, sd er medianen den mid-
terste veerdi af de rangordnede observationer. Medianen har den egen-
skab, at halvdelen af observationerne er mindre end og den anden halv-
del er storre. Hvis N er lige, sd er medianen defineret som gennemsnittet
af observationen lige under midten og observationen lige over midten.

Tidsvaegtede gennemsnit

Denne storrelse benyttes iseer ved beregning af drsgennemsnit af koncen-
trationsmalinger pr. station, idet en provetagningsstrategi med flere ma-
linger i vintermédnederne end i sommermadanederne vil give det alminde-
lige gennemsnit en bias med vinterveerdier, og dermed ikke afspejle den
med hensyn til tiden gennemsnitlige koncentration. Det tidsveegtede
gennemsnit beregnes pa folgende vis: Antag at x; er malt til tiden ¢ i en
periode med M degn (1 <t; <M). Beregnfori=1,2,.,N-1

R '(tm _j)+xi+1 '(j_ti) fore, < j<t,
./ tHl_ti s i i+1

xj angiver sdledes de linezert interpolerede degnkoncentrationer for degn
mellem t; og ti+1. For 1 <j < t; seettes

X, =X
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og for ty <j < M seettes
X, =Xy

Nu kan det tidsveegtede gennemsnit defineres som:

1 M
X =77 2%

M5

Matematisk set er det tidsveegtede gennemsnit et aritmetisk gennemsnit
af alle degnkoncentrationer, beregnet ved linezer interpolation, i perio-
den med M degn.

Vandferingsvagtede gennemsnit

Da mange miljovariable malt i vandleb afheenger af sterrelsen af vandfe-
ringen, vil det almindelige gennemsnit have en bias, hvis koncentrations-
malingerne er taget ved overvejende lave eller overvejende hgje vandfe-
ringer. Det aritmetiske gennemsnit vil derfor ikke afspejle gennemsnits-
koncentrationen med hensyn til vandlgbets vandferinger. Det vandfe-
ringsveegtede gennemsnit beregnes saledes: Lad T betegne transporten af
det pageeldende stof i en periode pa M degn og lad Q betegne den sam-
lede vandfering i perioden. Det vandferingsvaegtede gennemsnit define-

res som
Zx q,

_ T M
X =— WX,
q Q ;
hvor
g,

Det vandferingsveegtede gennemsnit er sdledes matematisk set et veegtet
gennemsnit af degnkoncentrationer og vaegtene er degnmiddelvandfe-
ringens andel ad den samlede vandfering. Deggnkoncentrationer er be-
stemt ved lineeer interpolation mellem de malte koncentrationer (x1, x,...,
xn) som under tidsveegtede gennemsnit.
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